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練習問題【解答】 

第１章 

1.1  

電車の加速度を，A, B両駅間の距離をLとすると，等加速度運動のと

きに成り立つ関係式(1.3)より， 

Lvv 22
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これら２式より L を消去して， 
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1.2 

 円の中心Oを原点に，線分OAに沿ってx 軸，x 軸に垂直にy 軸をとる。

円運動する点Qの角速度は 1 で一定である。時刻t における点Qの位

置は )sin,(cos ttQx であるから，Qの速度は， 

)cos,sin( tt QQ xv   

と書ける。点 Pの速度は ),( 10P v であるから，点 PのQに対する相対速

度は， 

 QP vvV )cos,(sin tt 1  

),( yx VVV とおくと， xVt sin ， 

yVt  1cos となるから， 

11 22  )( yx VV  

となる。ホドグラフは， 1yV を中心とする半径 1の円となる（図 1a）。 
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図 1a 
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1.3  

加速度の極座標表現(1.16)において， 0 rr  とおいて， 

  ra  

初期条件「 0t のとき 0 
rv ， 0 」より， r/  をt に関

して積分して， t
r


  ， 2

2

1
t

r


  となる。これから， 
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 )(  2  

を得る。加速度の大きさは， 

 22
aaa r

241    

となる。ここで， 


2
a

artan となるので，加速度の向きは，接線方

向から の向きを満たす角度中心方向に  2tan 。 

第２章 

2.1 

 床から物体に作用する垂直抗力の大きさをN ，静止摩擦力の大きさを f

とすると，物体のつり合いは， 

水平方向： fF cos ， 鉛直方向： mgFN  sin  

物体が滑らない条件は， 

Nf   ⇔ )sin(cos  FmgF   

よって，      
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2.2  

ボールをx 軸から上向きに角 の方向に投げるとする。投げ出してから

ボールが最高点に達するまでの時間をt とすると，最高点ではボールの速

度のy成分はゼロとなるから， 
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gtv  sin00  ∴ 
g

v
t

sin0  

ボールは水平方向に等速運動，鉛直方向に，加速度 g の等加速度運動

をするから，最高点のx 座標とy座標はそれぞれ， 
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となる。ここで，２倍角の公式 

 cossinsin 22  ，  2212 sincos   

を用いた。(2a), (2b)式より， 
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となる。 122 22   cossin より，
g

v
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を得る。これは，点 )/,( 20 a を中心とした，x 方向の長半径a ，y 方向の

短半径 2/a の楕円である。 

2.3 

 ボールの質量をm，鉛直上向きの速度をv とすると，運動方程式は， 

mgmkv
dt

dv
m  2  ∴ dt

kgv

dv

k


 /2

1
 

となる。積分公式(2.25)の第１式を用いて両辺を積分すると， 
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11

tan （C ：積分定数） 

ここで，初期条件「 0t のとき， 0vv  」よりC を定めて， 
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最高点に達するまでの時間 0t は，「 0tt  で 0v 」より， 

0t 














g

k
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tan  

となる。ここで，初速 0v のとき，
kg

t
2

0


 となり，どんなに初速

を大きくしても， 0t は
kg2


を超えないことがわかる（図 2a）。 

 

 次に，投げ上げた点を原点に，鉛直上向きに y 軸をとる。

dy

dv
v

dt

dy

dy

dv

dt

dv
 を用いると，運動方程式は， 

gkv
dy
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v  2  ∴ dydv

kgv

v
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 /2

1
 

となる。積分公式(2.25)の第２式を用いて，両辺を積分して， 

  Cykgv
k

 /log 2

2

1
（C ：積分定数） 

初期条件「 0y で 0vv  」よりC を決めると， 
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図 2a 
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となる。最高点では 0v となるから，その高さ hy  は， 
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となることがわかる。 

第３章 

3.1  

時刻 0t に固定を解くと，物体は斜面上を下

降し始める。そこで，時刻 1t （ 0t ）で速度がゼ

ロになると仮定する。図 3aのように，物体には，

重力mg ，垂直抗力N と力F が作用し，N は斜

面に沿った力積を与えない。時刻t （ 0t ）で，

物体に作用する斜面に沿った力の成分は，斜面に

沿って上向きを正として， t
t

mg
F

0

2
 と

 45sinmg である。(3.1)式より，時刻 1t は，  
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となる。 

時刻 1t 以降物体の速度は正となる。時刻 02t における物体の速度 0v は，

0t から 02tt  までの力積を考えて， 
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となる。これより 02t 以降，速度が再度ゼロになる時刻 2t は， 
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図 3a 物体に作
用する力 
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と求められる。 

（参考） 

物体の tv  グラフは次のように求められる。 

00 tt  では，物体の速度v は， 
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と変化し， 00 2ttt  では， 0v を求めたときと同様に， 
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と変化する。こうして，図 3bを得る。 

 

3.2 

 人が板を斜面上方に蹴る力の大きさをF とすると，板が静止するとき力

2/)22(   

2/)223(   

1 2  
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0gtv/  

0/tt  
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図 3b 物体の速度変化 
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はつり合うから， 

sinMgF   

板から人に大きさはF の力が斜面下向きに作用するから，人の運動方程

式は， 

Fmgm   sin  

これらよりF を消去して，求める加速度の大きさは， 

 sin)( gMmm   ∴  sing
m

M








1  

と求められる。 

3.3 

 固定された木片に衝突する直前の弾丸の速さが 0v のとき，木片を貫通し

た弾丸の速さは 0 となるから，「運動エネルギー変化＝抵抗力の仕事」よ

り， 

dRmv  2
0

2

1
0                     (3a) 

初速 0v の弾丸が自由に動くことのできる木片の中で静止したとき，木片

と弾丸の速さV は，運動量保存則より， 

VMmmv )( 0  ∴ 0v
Mm

m
V


           (3b) 

弾丸が自由に動ける木片中を進む距離をl とすると（例題.3.4 の「ちょ

っと一言」に注意），  

lRmvVMm  2
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1
)(               (3c) 

(3a)～(3c)式より， 

l d
Mm

M


 

を得る。 

第４章 

4.1 

(1) ベルト上を滑っているとき，動摩擦力が小物体にx 軸正の向きに作用
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する。小物体の運動方程式は， 

)( 0xxkmgkxxm   ，
k

mg
x


0  

となり，小物体は 0xx  を中心とした単振動をする。小物体がベルトに

追いつくには，中心 0xx  での小物体の速度v がベルトの速度以上にな

ればよい。 

0x で 0v ， 0xx  でv であることから，単振動のエネルギー保

存則(4.8)は， 
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(2) 再びベルトに対して滑り出す点 cx では，x 軸正の向きに最大摩擦力

mg0 が小物体に作用する。滑り出す直前の小物体のつり合いより， 

ckxmg 0  ∴ 
k

mg
xc

0  

点 cx で小物体が滑り出すときの速度は，ベルトの速度 0v である。折

り返し点を dx  とすると，単振動のエネルギー保存則より， 
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0xd  より， 
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   小物体の運動の概略を図

4a に示す。１重線部分では，

小物体は 0xx  を中心とす

る単振動の一部分の運動をし，

２重線部分では，ベルトと共

に，速さ 0v の等速度運動をする。 

4.2 

 図 4b のように，板と小物体が離れずに位置x を運動しているとき，板

d  cx  0x  0  
x  

図 4a 

0v  
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と小物体の運動方程式は，板から小物体に作用す

る垂直抗力の大きさをN として，それぞれ， 

小物体： MgNxM            (4a) 

板  ： MgNkxxM     (4b) 

と書ける。 

 (4a)，(4b)式よりx を消去すると， 

kxN
2

1
  

となる。板と小物体が接している限り 0N であ

り，離れる瞬間に 0N となる。よって，小物体が離れる座標は， 0N

より， 0x 0と求められる。これは，ばねの自然長の位置である。 

 

 板と小物体が一体になっているときの運動方程式は，(4a)式と(4b)式の

辺々和をとり，
k

Mg
x 1 として， 

 1222 xxkMgkxxM    

と書ける。これより，小物体と板は， 12xx  を中心に角振動数
M

k

2


で単振動をすることがわかる。一体の運動方程式は， 
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の間，成立する。この間の単振動のエネルギー保存則は(4.8)式より， 
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ちょっと一言 離れるのが自然長の位置であることは，直観的に理解できるよ。

図 4bのように，ばねの長さが自然長より短いとき，ばねが伸びようとする弾性力

が板を介して垂直抗力N として小物体に伝わるが，ばねが自然長より長くなると，

ばねが縮もうとする弾性力は，板の上の小物体には伝わらない。したがって，小

物体は板から離れてしまうね。 

x  
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N  
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図 4b  
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を得る。 

 小物体が離れた後の板の運動方程式は， 

 1xxkMgkxxM   

となり，板は 1xx  を中心に周期 

k

M
T 2                       (4d) 

で単振動をする。小物体は速度 0v で板から離れて時間T の後，離れた点

00 x に戻るのであるから，等加速度運動の式 

0
2

1 2
0  gTTv                    (4e) 

が成り立つ。(4c)，(4d)，(4e)式より 0v とT を消去すると， 

024 222  )()( MgMgklkl   

となる。ここで， 0l であるから， 

l
k
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  板と小物体の tx  グラフの概略を図 4c に示す。太い実線は板と小物体

が一体となった運動を，細い実線は板の運動，破線は小物体の運動を表し

ている。 
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4.3 

時刻t での小物体の座標をx とすると，ばねの伸びは lxx  B となる

から，運動方程式は， 

)sin( tAlxkxm                    (4f) 

となる。ここで， lxX  とおき， 2
0mk  より，(4f)式は， 

tAXX  sin2
0

2
0                      (4g) 

となる。(4g)式は(4.29)式で 0 とおいた式である。その一般解は(4.30)

式で ,B （  0 ）を２つの任意定数として， 

   tBlx 0sin t
A





sin

22
0

2
0


            (4h) 

(4h)式をt で微分すると， 

t
A

tBx 



 cos)cos(

22
0

2
0

00


  

となる。 

 初期条件「 0t のとき， lx  ， 0 xv  」を用いる。 

x  

t  0  
1x  

12x  

l  

図 4c 
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02
0 A より， 0B ，よって， 0sin ⇔ 0 となる。これより，
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第５章 

5.1 

(1) 図 5a のように，水平右向き

にx 軸，鉛直下向きにy 軸をと

る。小物体の質量をmとして，

小物体には，重力mg と斜面か

ら垂直抗力N が作用するから，

運動方程式は， 

x 方向：  sin)cos( NAam   

y方向：  cossin Nmgma   

この２式よりN を消去すると， 

a  cossin Ag   

(2) 図 5b のように，小物体には重

力mg と垂直抗力N の他に，大き

さmA の慣性力が水平左向きに

作用する。斜面に沿って下向きの

運動方程式より， 

 cossin mAmgma    

∴ a  cossin Ag   

 

A  

  

図 5a  

N  

  

x  

y  
mg  

a  

A  

  

図 5b  

N  

  
mA  
  

a  

mg  
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5.2  

おもりの質量をmとする。エレベータが静止した状態で，おもりが最下

点に来たときの速さを 0v とすると，力学的エネルギー保存則は， 

)cos( 0
2
0 1

2

1
mglmv                    (5a) 

エレベータが加速度a で上昇しているとき，おもりには重力mg の他，

鉛直下向きに慣性力maが作用するから，見かけ上，おもりにはたらく重

力加速度が agg  に増加したことになる。よって，g を用いた力学的

エネルギー保存則は， 

)cos( 1
2
0 1

2

1
 lgmmv                   (5b) 

(5a)，(5b)式より， 2
0v を消去して，関係式

2
21 2  sincos  より， 
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01 
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g

g

2
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5.3  

地球の半径をRとすると，点 Pで小物

体は東向きに初速 )( hRv P をもち，

点 H は速さ Rv H で等速運動してい

る。また，図 5cに示すように，小物体が

点 Pから落下をはじめて時間t だけたっ

たとき，慣性系で見て小物体が東向きに

移動した距離x は，点Hの移動距離にほ

ぼ等しく， tRx  と書ける。したがっ

て，小物体が受ける重力の西向き成分は，

ほぼ tmg
R

x
mg  となり，その西向き

の加速度成分は tg となる。よって小物

体の‘より’正確な変位x は，初期条件  

西 東 
H 

P 
pv  

Hv  
mg  

R

x
mg  

x  

図 5c 

h  

R  

地球の中心 
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「 0t のとき P0 vxx  , 」より， 

tgx   ⇒ 2
P

2

1
tgvx    

⇒ 3

6

1
tgthRx   )(  

となる。赤道上の点Hからの変位x は， 

3
H

6

1
tgthtvxx    

である。小物体が地表面に落下するまでの時間をあらためて t として，

2

2

1
gth  を代入すると， 

 33

6

1

2

1
tgtgx  3

3

1
gt 

g

h
h

2

3

2
 cm22.  

となる。 

（注）例題 5.8 の結果は，小物体の落下速度の鉛直成分が，自由落下の場

合に等しいとみなして計算したもので，近似的な結果である。一方，ここ

では，近似であることをあらわに書いた。 

第６章 

6.1 

(1) 小物体 P には，重力mg と垂直抗力N が作用

する（図 6a）。Pから軸 Lに引いた垂線 PHの長

さは tanhr  である。水平面内での中心方向の

運動方程式と鉛直方向のつり合いの式は， 




cos
tan

N
h

v
m 

2

， mgN sin  

これらよりN を消去して， v gh  

(2) 小物体 P には重力と垂直抗力がはたらき，合力は円錐の中心軸 L に

向かう。よって，軸 Lのまわりの力のモーメントはゼロであり，Lのま

わりの角運動量，すなわち，角運動量の鉛直成分は保存する。円錐内面

N  

L  

P  

mg  

  

  
r  H  

h  

図 6a 
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上を運動する Pの水平方向の速度成分は，動径 PHに垂直である。最高

点での速さを 1v とすると，角運動量保存則は， 

 tantan 112 hmvhvm   ∴ 
1

1 2
h

h
vv   

力学的エネルギー保存則は， 

1
2
1

2

2

1
2

2

1
mghmvmghvm )(  

これらより 1v を消去し， ghv 2 を代入して， 

023 32
1

3
1  hhhh  ⇔ 022 2

1
2
11  ))(( hhhhhh  

hh 1 ， 01 h より， 1h h)( 31  

6.2 

 まず，Oを中心とした半径r と drr  の円周で挟まれた円輪部分が質点

Pに及ぼす万有引力dF を求める（図 6b）。円板の面密度は
2R

M


  であ

るから，円輪の質量は， rdrdM  2 であり，円輪から質点 P までの

距離は 22 rL  である。対称性より，円輪から質点に作用する力dF は，

直線 PO方向を向くから（図 6c）， 

23222222
2

/)( rL

rdr
GLm

rL

L

rL

mdM
GdF










   

これより， 
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6.3 

(1) (6.27)式より， 
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d
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d
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また，(6.26)式より， 322 uhr  となるから，これらを(6.33)式に代

入し， 22uh でわって(6.34)式を得る。 

(2) (6.34)式は非斉次微分方程式であるから，4.3.1節で述べられているよ

うに，その一般解は，斉次方程式の一般解と非斉次方程式の特解の和で

与えられる。(6.34)の斉次方程式は， 

0
2

2

u
d

ud


 

であるから，その一般解は， BA, を任意定数として， 

 sincos BAu   

と書ける。非斉次方程式(6.34)の特解の１つは定数で，
2h

GM
u  と書け

ることは明らかである。よって，(6.34)式の一般解は， 

2h

GM
BAu   sincos               (6a) 

となる。ここで，「 0 のとき，r が極大（uが極小）」の条件，すな

わち， 0 で 0ddu/ （極値をとる条件），かつ， 022 dud / （グ

ラフが下に凸）の条件を用いる。こうして， 

O  

R  

r  

dr  

P  
dF  

L  

r  

図 6b 

c6図  

O 
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「 0
0












B
d

du


， 0

0

2

2

















A
d

ud




 ⇔ 0A 」 

より，
lh

GM 1
2
 ，

l

e
A  とおいて， 

ll

e
u

1
 cos  

となり，(6.35)式を得る。 

 

第７章 

7.1 

 ガスの速度が 0であるから，(7.20)式で vv  ， mgF  とおいて， 

mg
dt

dm
v

dt

dv
m   ⇒ mgmv

dt

d
)(  

これより， 

Cmgtmv   

初期条件「 0t で 0vv  ， 0mm  」より， 

00vmC   ∴ mgtvmmv  00  

ここで， tmm  0 を用いて， 

 gtv
m

m
v 0

0 gtv
tm

m



0

0

0


 

7.2 

(1) 図 7a のように，紙面に垂直な任意の回転軸Lをz軸とし，紙面に沿

った直交する座標軸 yx, をとる。 

ちょっと一言 (6.34)式は， 









22

2

h

GM
u

d

ud


となるから，その一般解

が(6a)式で与えられることは明らかだね。 
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 また，重心Gを原点に，軸に平行な回転軸 GL をz 軸とし，それぞれx

軸，y軸に平行に紙面に沿ってx 軸，y軸をとる。剛体中の質量 im の質

点のそれぞれの座標系での位置を ),,( iii zyx ， ),,( iii zyx  ，重心 G の

zyx  座標系での座標を ),,( 0GG yx とすると， 

Gxxx ii  ， Gyyy ii  ， ii zz   

の関係が成り立つ。これより，回転軸Lのまわりの剛体の慣性モーメント

I は， 2
G

2
G

2 yxh  として， 

  
i

iii

i

iii yyxxmyxmI 2
G

2
G

22 )()()(  

  
i

iiiii yyxxyxyxm )()()( GG
2
G

2
G

22
2  




























 

i

ii

i

ii

i

i

i

iii ymyxmxhmyxm GG
222 2)(  

ここで，  
i

iii yxmI )(
22

G ， 
i

imM とおき， 0
i

iixm ，

0
i

iiym <<(7.4)式参照>>を用いて，(7.37)式を得る。 

z  z   

y  

y   

iy  

iy   

im  
Gy  

iz  

iz   

0  

G  
Gx  

ix  
ix   

x  

x   

h  

L  
GL  

図 7a 平行軸の定理 



19 

 

(2) 図 7b のように，薄い板に沿っ

て直交するx 軸，y 軸をとり，板

に垂直にz軸をとる。板内の質量

im の質点の座標を ),,( 0ii yx と

する。x 軸，y 軸のまわりの慣性

モーメントはそれぞれ， 


i

iix ymI 2 ， 
i

iiy xmI 2  

z軸のまわりの慣性モーメント 

は， 

 
i

iii

i

iiz yxmhmI )( 222  

とかけることから，(7.38)式を得る。 

7.3 

 回転軸に垂直な力のモーメントを考えればよい。回転軸に垂直な力

 ,,,, iFFF 21 が剛体に作用し， 


i

iF 0          (7a) 

とする。図 7c のように，紙面上の点 O を通

り，紙面に垂直な回転軸 OL のまわりの力の

モーメントがゼロであるとする。 

 
i

ii Fr 0        (7b) 

 次に，紙面上の点 Aを通り， OL に平行な回転軸を AL とすると， AL  の

まわりの力のモーメント AN は， AAO r として， 

AN  
i

ii

i

i

i

ii FrFrFrr AA )(  

z  

y  0  

x  

im  

ih  

iy  

ix  

図 7b 直交軸の定理 

A  

O  
Ar  

ir  

irr A  

iF

図 7c 
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i

ii

i

i FrFrA 0 

となる。この結果はベクトル Ar によらない。このことから， OL に平行な

任意の回転軸のまわりの力のモーメントはゼロになることがわかる。 

7.4 

 図 7d のように，自

転車を漕ぐ力は後輪に

伝わり，後輪のみに地

面から大きさ F の静

止摩擦力が作用するも

のとする（両輪に摩擦

力がはたらくとしても，

その合力の大きさをF とすれば同じである）。自転車と乗っている人の合

計の質量をM とすると，自転車に乗っている人からみれば，重心 G に大

きさMa の慣性力が後方にはたらく。前輪と後輪に作用する垂直抗力の大

きさをそれぞれ 21 NN , とすると，人の乗っている自転車のつり合いは， 

水平方向： MaF  ， 鉛直方向： MgNN  21  

重心Gのまわりの力のモーメントのつり合いは， 

LNFHLN 21   

となる。これらよりF を消去して， 









 a
L

H
g

M
N

2
1 ， 








 a
L

H
g

M
N

2
2  

を得る。 

ここで，両輪共に浮き上がらない条件より， 

01 N  ⇔ a g
H

L
 

となる。こうして，重心を低くすれば（H を小さくすれば），転倒するこ

となく加速度a を大きくすることができる。 

 

前輪 
後輪 

G  Ma  

Mg  

F  
2N  

H  

1N  

L  L  

a  

図 7d 
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第８章 

8.1  

棒の質量をmとすると，図 8a のように，重心（中

心）Gのまわりと端点Aのまわりの慣性モーメントは，

例題 7.8よりそれぞれ 

2
G

12

1
mlI  ， 2

A
3

1
mlI   

また，重心 G から距離h の点 P のまわりの慣性モ

ーメントは，平行軸の定理より， 

)( 222
GP 12

12

1
hlmmhII   

となる。これより，
g

l
T 20  とおいて，点 Aと Pのまわりの周期はそ

れぞれ，(8.8)式より， 

2

3
2

2

A
/

/

lmg

ml
T


  0

3

2
T  

mgh

hlm
T

)()/( 22

P

12121
2


  0

22

12

12
T

hl

hl 
  

となる。 

 
l

h

h

l

hl

hl
hf 




1212

12 22

)( とおいて， )(hf を最小にするh とその最小

値を求める。 

0
11

12 2
m

m 














lh

l
hf )(  ⇒ mh

32

l
 

3

1

32

1

32

1
m )(hf  

A  

P  

h  

G  

m  

l  

図 8a 
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であるから， 0
41

mP 3 TTT / となる。こうして， 


A

m

T

T

2

3
（倍） 

を得る。 

（参考） ここで，「相加平均相乗平均」を用いて， 

3

1
122

12

1
12

12

1

12

12 2222

















 h

h

l

l
h

h

l

lhl

hl
hf )(  

を得る。このとき，重心 G から回転軸までの距離 mh は，上式の等号条件

より， 

m

m

2

12h
h

l
  ∴ mh

32

l
 

8.2 

 図 8b のように，左右の糸の張力をそ

れぞれ 21 SS , ，左の小物体の下降する加

速度を 1 ，右の小物体の上昇する加速度

を 2 ，円板の角速度をとすると，運動

方程式は， 

   左右の小物体の運動： 

       








mgSm

Smgm

22

11




       (8a) 

２重円板の回転： 

212 SRSR
dt

d
I 


     (8b) 

円 板 の 回 転 角を  と す る と ，

 R21  ，  R2 より， 

21 2                  (8c) 

  R  
R2  

O  

図 8b 

R2  

  
R  

1S  

1S  

2S  

2S  

mg  

mg  

1  

2  
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また，   ， 
 
dt

d
と書けることから，(8b)式に 22MRI  を代入し

て， 

RSSMR )( 21
2 22   ∴ 212 22 SSM        (8d) 

(8a)，(8c)，(8d)の４つの式から， 

1S mg
mM

mM

52

32




， 2S mg

mM

mM

52

32



 )(
 

1 g
mM

m

52

2


， 2 g

mM

m

52 
 

8.3 

 天井における左側の糸の固定点を原点に，水平右向きにx 軸，鉛直下向

きにy軸をとる。糸の切断後，微小時間t だけたったとき， と は微小

角であるから， と の１次の項までで重心Gの位置座標は， 

aLaLx   cossin  

 aLaLy  sincos  

と書ける。左側の糸の張力をT とし，棒の運動方程式は（図 8c），微小量

の１次の項までで， 

x 方向： sinTxM   ⇒  TML             (8e) 

y 方向： cosTMgyM   ⇒ TMgMa      (8f) 
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重心のまわりの棒の慣性モーメント I は，例題 7.8より， 

22

3

1
2

12

1
MllMI  )(  

となるから，重心のまわりの回転運動方程式は， 

)cos(   TaI   ⇒ TaMl 2

3

1
          (8g) 

(8f)，(8g)式より を消去して， 

T Mg
al

l
22

2

3
 

右側の糸を切断するまで，左右の糸の張力は等しく， MgT
2

1
0  である

から， 0TT  より， 

a
3

l
 

を得る。 

(8e)式より，
ML

T
 として， 

tBtA  cossin   

となる。また，初期条件「 0t で， 0   」より， 0 BA ⇔ )(t 0  

  

  

    

G  
a  

Mg  

T  

O  

図 8c 

L  
x  

y  
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となる。(8f)式に MgTT
2

1
0  を代入して， 

MgMa
2

1
  ⇒ 

a

g

2
  

ここで，初期条件「 0t で， 0   」より，  2

4
t

a

g
を得る。 

 

 


